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Dans tout ce qui suit, g dksigne une algebre de Lie niipotente, de dimension 
finie, sur un corps k de caracteristique 0 et V(g) est son algebre enveloppante 
universelle. Nous voulons montrer comment un argument de fonctorialite 
permet d’etendre a tous les ideaux premiers de U(g) les resultats obtenus 
par Dixmier [.5] sur lcs ideaux maximaux “rationnels.” Pour &re complets, 
nous rappelons brievement quelqucs raisonnements de Dixmier. 
0. DEFINITIONS, NOTATIONS, HYPOTHESES 
0.1. Les anneau. consider& sont associatifs ct ont un Clement unite. Les 
ideaux sont supposCs biladres. Un ideal I d’un anneau A est dit premier s’il 
est distinct de A et si, quels que soient les ideaux ] et K non contenus dans I, 
J. K n’est pas contenu dans I. 
0.2. Conformement a [.5], nous notons A,(K), ou simplemcnt A, la 
k-algebre engcndree par deux 6lCment.s p et 4 lies par la relation 
[p, q] = pq - qp = 1. Kous notons A,(k) ou A, la k-algebre engendree par 
2n elements pi , qj (i, j = l,..., fl) lies par les relations Lpi, qi] = 1 et 
[pi,qj]==[Pi~$j]=[q~,qj]=Osii#j.Ona 
A,,==A,@A,@-@Al (n facteurs) 
k k k 
On pose de m&me A,(k) = A, = k. 
L’algebre A, a pour base sur k les monomes piqj; nous notons F,,A, le 
sous-espace de A, engendre par les monomes de degre total < n (i + j < n) 
Alors A, est un anneau filtre dont le grad& associe est l’algebre des polyn6- 
mes en 2 variables. Par consequent, A, est noetherien (a gauche et P droite; 
[2], chap. III, Section 2, car. 1 de la prop. 12). 
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0.3. Nous notons 3 le centre de l’algebre de Lie g et Z(g) le centre de 
U(g), Nous idcntifions g a une partic de U(g). Si I est un ideal de U(g), Z(Z) 
designe le centre de G(g)/Z et K(I) I’ anneau total des fractions de Z(Z). 
0.4. Nous utiliserons souvent les hypotheses et notations suivantes : 
g contient des elements X, y et z tels que : 
(i) [x,rl = 2; 
(ii) zE3; 
(iii) l’annulateur g’ de y dans g, c’cst-B-dire le sous-cspacc de g form6 
des t tels quc [f, r] = 0, est de codimension 1 dans g. De tels x, y, a existent 
lorsque la dimension [a : k] d e z sur K vaut 1 (choisir .a et y dans les premier 
et deuxieme termes de la suite centrale ascendante de g). 
0.5. Nous notons S(g) l’algtbre symetrique de g, 
1. LA FORML~LE DE TAYLOR 
1.1. Soit k un corps de caracteristique 0. Une k-algdbre d$fi+entielle 
designera ici une k-algebre -4 munie d’une derivation D telle qu’il existe, pour 
tout a E A, un entier n verifiant Dna = 0. Si q cst une indeterminec et B 
une R-algtbre, nous munirons k[q] ok B de la structure d’algebre diffcren- 
tielle telle que 
W(q) 0 4 = p’(q) 0 b; par exemple D(q” @ b) = nq”-’ @ b. 
LEnuvrE DE TAYLOR. Soient A urw k-algkbre d@rentieIle et T,J un &ment 
du centre de A tel que & = I. II y a alors un tiomorphisme d’algt%res d@+en- 
tides 
x : A z 4910 (-$-) 
tel que 
si a E A et si x,, dt!s&ze la classe module A7 de .r E A. 
11 est clair en effet que x(a * 6) = x(a) * x(b), done que x est un homo- 
morphisme d’algebrcs. De meme, on dtlinit un homomorphisme 
x’ : k[q] Ok (.4/A77) + A a l’aide des formules ,$(q 8 1) = 7 et 
x’(l@a,,)=a-7(Da)+$(D2a)--$(DSa)+***. 
I1 reste A verifier que x’x = Id(A) et xx’ = Zd(k[q] al, (A/A?)). 
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1.2. Soient p une indtterminee et kcpl o. A le produit “tordu,” c’est-a- 
dire l’algbbre engendrte par A et par un Clement p soumis aux relations 
pa - up = Da si a E A. Si K[q] est l’algebre des polynomes munie de la 
derivation habituelle, I@] o. k[q] s’identifie a A, , de sorte que x induit un 
isomorphisme des produits tordus correspondants : 
$YP 0 1) = P 0 1 
et 
#(l i, a) = 1 @I a, + q B (Da), + $ @ (D%), f **a . 
Par exemple, avec les notations du paragr. 0, prenons pour A l’algebre 
w3’L , obtenue ?I partir de l’algebre enveloppante U(g’) par localisation 
relativement a 1’ClCment central z : c’est done l’algebre formee par les fractions 
u/z”, oh u E U(g’). Prenons pour 7 la fraction y/z, pour D la derivation definie 
parx: 
D $- =x$ -+ U(g),. 
( ) 
Dans ce cas, Alp] ‘$&, A n’est autre que U(g), et A/A7 coincide avec U(g’/ky)z 
(on locaiise relativement 2 la classe x0 de z modulo ky). On trouve ainsi : 
THI%OR&E. Avec la notations du purug~. 0, il y a un isomorphisme de k-u@- 
bres 
tel que *(x) = p @ 1, #(y) = q @ z et plus g.5Grulement 
~(t)=l~t,+q~(Dt),+~,~(DPt),+~~~(~f)O+..., 
si 
t E ml’), 3 
si u,, est la clusse module y de II E U(g’), et si Du = xu - ux. 
L’application $-l envoie p @ 1 sur x, q @ 1 sur y/z et 1 @ U0 sur 
1.3. Remarque. Lorsque A est une algebre commutative, le lemme de 
Taylor a une signification geometrique simple : posons en effet X = Spec A. 
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La don&e de D Cquivaut alors a la donnee d’une operation du groupe alge- 
brique additif G, sur X. La don&e de 77 equivaut a la don&e d’un morphisme 
p : X + G, qui est compatible avec les operations de G, sur X et sur G, 
(par translations). Le lemme de Taylor est alors relic a Penonce general 
(et evident) suivant : soient & une categoric avec produits fibrb, G un groupe 
de (5, X un G-objet (c’est-a-dire un objet muni d’une operation de G) et 
p : X + G un morphisme dc G-objets. Si p-l( 1) designe I’image reciproque 
dans X de la section unite de G, le G-objet X est isomorphe a G x ,L-‘(I)! 
2. ID$XIJX PREMIERS DE L’ALGBBRR EWLOPPANTE DE g 
2.1. Soit P = 1 a,#qj un Clement non nul de A, . Tout ideal I contenant 
P contient [p, P] = pP - Pp et [Q, I’]. Des formules [p, p”qj] = jpiqj-l et 
[q, pi@] = - i$+lqj on tire done facilement que I contient une constante 
non nulle aEkCA,, c’est-a-dire que I = A,. Le memc raisonnement 
montre que le centre de A, est reduit a k. Consider6 comme A,-bimodule, 
c’est-a-dire comme module sur A, @A r”, A, est done simple et de commu- 
tant K. Pour tout espace vectoriel V sur K, les A, @ A,O-sous-modules de 
A, @ Y sont done de la forme A, @ U ([3], section 1, car. 3, theor. 1). En 
particulier, si B est une K-algebre, tout idCal de A, @ B cst de la forme 
A, @ J, oh J est un ideal de B. Lorsque B = A,-, , ceci montre par recur- 
rence sur n que A,, n’a d’autres ideaux que 0 et A,. 
2.2. Disons qu’un ideal I de U(g) est rationnel si x((l) se rtduit au corps 
des scalaires K. 
TH~OR~ME (Dixmier). Si I est un &?a1 de U(g), les assertions uivantes ont 
tfquivalentes : 
(i) I est ratiomel. 
(ii) U(g)/1 est ismorphe ri A,(k) pour un certain n. 
(ii) j (i) : resulte de 2.1; (i) 5 (ii) : se demontre par recurrence sur 
[g : k]. Si so = I n 3 # 0, on cst ramene a etudier U(g/j,)/(l/U(g) so). Sinon, 
3 est de dimension 1 et I’on a un isomorphisme 
Si Jest tel que #(IJ = A, @ Jz , on a 
(1.2.) 
I’assertion en rtsulte, g’/ky &ant de dimension plus petite que g. 
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2.3. Comme 10) est un ideal maximal de A,(k), 2.2. montre @WI ide’al 
rationnel est maximal. Considerons plus generalement un ideal premier I 
de U(g). Alors Z(I) est indgre et k(l) est un corps. 
COROLLAIRE. Pour tout id6aZ premier I de U(g), k(I) $&.cr) (U(g)/I) est 
isonwrplie ci &k(I)) p OUY un certain n. En particulier, 0 est le seul diviwur de 
0 de CQ),/I. 
Identifions en effet k(I) ok U(g) a U(k(l) Ok g) et soit ] le noyau de 
l’homomorphisme surjectif 
U(g) h : k(I) @ U(g) -+ k(I) @ 7 
k Z(f) 
tel que 
oti 2 = x mod I. Comme k(I) est plat sur Z(1) et quc U(g)/1 est engendree 
par un nombre fini d’elements, k(I) est le centre de k(1) $~~(r) (U(g)/l). Par 
consequent / est rationnel (sur k(I)!) et il suffit d’appliquer 2.2. h I’algebre 
de Lie K(I) ok. g sur K(I). 
Comme U(g)/1 est contenu dans K(I) @z(,) (U(g)lI) (en effet ce dernier 
anneau est obtenu en localisant U(g)/1 par rapport aux elements t non nuls 
de Z(I); comme (0) est un ideal premier de U(g)!I, t ne divise pas 0) et quc 
A,(k(I)) est sans diviseur de 0, il en va de meme pour U(g)/I. 
2.4, Le raisonnement que nous venons de faire montre en r&&C un 
peu plus : soit Z un ideal tel que Z(I) soit integre. Alors k(1) oz~) U(g)/I) 
est isomorphe a &(/z(l)), done est integre. Par consequent, le. nopau de 
l’application canoniquc de U(g)/1 dans k(I) mz (r) (U(g)/I), c’cst-k-dire 
l’ensemble des tl E U(g)/1 annulant un Clement non nul de Z(I), est un ideal 
premier. En particulier, si Z(I) est intGgre et s-i 0 est le seul ditieur de z&o o!.e 
Z(I) dans U(g)!I, I est premier. On applique ceci dans le 
COROLLAIRE. Pour tout idLa1 I de U(g), les assertions suivanfes sont bqui- 
vaientes : 
(i) I est maximal. 
(ii) Le centre de U(g)/1 est un covps. 
(iii) I est premier et k(I) est une extension alghrique a’e rang Jini de k. 
(i) z= (iii) : dire que I est maximal, c’est dire que U(g)/1 est un U(g)-bimo- 
dule simple; le cornmutant d’un tel module simple, c’est-a-dire le centre 
481i6/1-6 
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Z(Z) de U(g)/l, est alors un corps; done Z(I) = k(I) et l’on a un isomorphisme 
v : U(g)/1 N A,(k(Z)). Si x1 ,..., X, est une base de g sur k, on a 
ce qui montre que l’image de v est contenu dans A,(R), oh R est la K-algebre 
engendree par les elements a~,.8,,.v.,S~ . On voit done que k(I) = R est 
une algebre de type fini sur k, done est “algebrique de dimension finie sur k. 
(iii) =P (ii) : est clair, parce-que toute sous-algebre d’une extension alge- 
brique est un corps. 
(ii) * (i) : car, si Z(I) = k(I), I est premier d’aprb ce qui precede et 
U(g)/1 est isomorphe Q A,(k(Z)), qui a (0) et A,(k(I)) pour seuls id&x. 
2.5. Soit M un U(g)-module a gauche injectif indecomposable. Soit I 
l’ideal premier associe a M; on a done I = Sup (Ann AT), ou N parcourt les 
sous-modules non nuls de M. L’annulateur M(I) de I dans M est alors un 
module injectif indecomposable sur U(g)/1 qui a 0 pour ideal premier associe. 
Reciproquement, M est I’enveloppe injective de M(I), consider6 comme 
U(g)-module. On obtient ainsi une bijection entre l’ensemble des types de 
U(g)-modules injectifs indecomposables associes Q I et celui des (U(g)/Q- 
modules injectifs indecomposables associts a l’ideal (0). Si t est un Clement 
non nul de Z(I), t n’annule aucun sous-module de M(I), de sorte que I’homo- 
thetie de M(I) de rapport t est injective, done bijective; par consequent 
M(I) est un module sur l’anneau locali& k(Z) @z(I) (U(g)jI). Comme (0) 
est le seul ideal propre de cet anneau, on a : 
COROLLAIRE. Pour tout id&al premier Z de U(g) et tout isomorphisme 
A,,(k(l)) 3: k(Z) ‘$$ y , 
Z(I) 
l’application M I--+ M(I) d&St une bijection de l’ensemble des types de U(g)- 
modules injectif indt?omposables associe’s h I SW celui des types de A,(k(I))- 
modules injectif inde&nposables. 
2.6. La classification des modules injectifs indecomposables ur U(g) se 
decompose ainsi en celle des idtaux premiers de U(g) (section 4) et celle des 
injectifs indtcomposables sur les anneaux A,(k(f)). On sait que cette der- 
n&e est reliee a la dimension de Krull de A,(k(I)) : de facon precise, si Oi 
designe la categoric des A,,(k(Z))- mo u es d 1 a gauche dont la dimension de 
Krull est < i, et si a est la categoric de tous les modules, les types d’injectifs 
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indecomposables de K correspondent biunivoquement aux types d’objets 
simples dcs differentcs categories 6/Q ([A, IV et V). Pour cette raison, il 
serait interessant de preciser les rksultats partiels suivants : 
PROPOSITION. On a Kdim A, = 1 et 1 < Kdim A,+.l - Kdim A,, < 2. 
En pa&c&r, n < Kdim A, < 2n - 1 si n > 1, et A, n’est pas isomorphe d: 
A,, pour m # n. 
En eflet, on remarque tout d’abord qu’aucun A,-module non nul ill n’est 
de dimension finie sur k. Car 1’CgalitC des tracts Tr (pq) = Tr (qp) et 
pq - qp = 1 entraincraient que 0 =z Tr (1) = [M : k]! Soit done a un 
ideal a gauche non nul de A, et A, = a, 1 a, 1 a2 a** une suite strictement 
decroissante d’ideaux a gauche contenant a. Passant au grad& associe (section 
0.2.), on en deduit une suite strictement decroissante d’ideaux gradut?s 
k[X, Y] N Gr (A,) 3 Gr (al) 3 Gr (aJ 3 *** 3 Gr (a) # 0 
telle que les quotients Gr (aJGr (a+i) soient de dimension infinie sur k. 
Comme Gr, (A,)/Gr, (a) est de dimension constante sur k pour s assez grand, 
la suite des Gr (ai) est finie, de m&me que la suite des ai . Nous avons done 
montre que, pour tout idbal d! gauche a # 0, Al/a est de hgueurfinie. Comme 
A, n’est pas de longueur finie lui-m&me (considerer la suite des ideaus & 
gauche A,qi), on a Kdim A, -1 1. 
Considerons maintenant A n+l , qui est engendrc par A,, et des elements p, q 
cornmutant avec A,, et tels que pq - qp = 1. Les elements de A,,, s’ecrivent 
de man&c unique sous la forme C a,+p”qB, oh a,+ E A,, . Si nous filtrons 
Anil a l’aide du degre total en p, q, le grad& associe Gr (A,,*) est l’anneau 
gradue A,[X, Y] des polynomes en 2 indeterminees a coefficients dans A, . 
La dimension de Krull de cet anneau grad& est Kdim A, + 2 ([a, V). 
D’aprb lot. cit., on a done Kdim A,,,, ,< Kdim A, + 2. 
Considerons d’autre part le A,-module A,/A,q qui est simple et a K pour 
cornmutant. D’aprks [j] lot. cit., les A, @ A,-sous-modules de A, @ (AI/Alq) 
sont de la forme M @ (A,/A,q), oh &Z est un ideal a gauche de A,, . Comme 
la dimension de Krull depend seulement du treillis des sous-modules on a 
A 
Kdim A,, = Kdim A,, @ --L 
& 
Par consequent, la suite infinie 
A,i,~A,0Al~A,0Alq~A,0Alq2r)A,0Alp3~... 
a pour quotients des AntI- modules dont la dimension de Krull vaut 
Kdim A, . Ceci montre que Kdim A,+1 > Kdim A, + 1. 
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Notre corollaire signifie en particulier que les injectifs indkcomposables 
sur A, sont les enveloppes injectives des modules simples de A, (cettc 
dernikre enveloppe coi’ncidant avec lc corps des fractions de A,). 
On rapprochera aussi notre corollaire des inCgalitCs dues A Rinehart [IO], 
et concernant la dimension homologique : 
n < dhL4, < 2n - 1 si n > 1. 
2.7. Lorsqu’on connait les modules injectifs M sur U(g),/I, il reste 6 
construire les enveloppes injectives de ces M en tant que modules sur U(g). 
L?i encore, on a un rksultat particl : 
PROPOSITION. Si M est annulL par l’idtfal I de U(g), l’enveloppe injective 
de M est r&union de sow-modules annul& par les ide’aux I*, n > 0. 
La dtmonstration s’appuie sur un resultat de McConnell [8] assurant que 1 
a une suite dc gCnCrateurs r1 , r2 ,..., Y,, tels que 
Yl E Z(g), (yp mod ylu(i(g)) E Z(y,U(g)),..., (yn mod 4-J E Z(L), 
Z, dksignant l’idCa1 engendri: par rl ,..., Y,,, (si t $; 0, il y a un s tel que 
((ad g)s t # 0 et (ad g)S+’ t = 0; prendre alors t dans I et Y, dans (ad g)s t; 
de mCme, si t 4 11, il y a un s tel quc (ad g>s t f I, et (ad g)aL1 t E I1; prendre t 
dans I et r2 dans (ad g)R t,...). 11 s&it d’ailleurs de supposer M noethkrien 
et de montrer que toute extension esscntielle noethkrienne N de M est 
annulke par uric puissance de I ([A, chap. 11) : 
Soit rN l’homothktie de N de rapport rl . Pour s grand, on a 1’CgalitC de 
Fitting Im yNs n Ker YJ = 0, done Im NS = 0 puisque Ker rNS3 M et que N 
est extension essentielle de M. Soit t le plus petit s tel que yNS = 0; nous raison- 
nons par rkcurrence sur tetn. L’homothCtie r,dCfinit une injection deN,/Kerr, 
dans Ker 7:‘; il suffit done qu’on ait I” * (Ker Y”,-‘) = I” * (Ker Ye,) = 0 pours 
grand. Or Ker Y, est un module sur U(g)/I, , de sorte que la rkcurrence sur n 
‘--l fonctionne; pour Ker I*, , la rkcurrence sur t fonctionne (on remarquera que 
la proposition vaut chaque fti qw I a une suite de gknkrateurs vkr&znt les 
pro/wit%% prtk’dentes; voir [S] et [9] pour plus de d&ails). 
2.8. COROLLAIRE. Si MC N sent des modules not?thkiens, la topologie 
I-adique de M est induite par la topologie I-adique de N. 
Confer [fl, V, section 5 : pour tout s, soit N’ C N tel que N’ n M = PM 
et que M’ soit maximal pour cette propriCtC. Alors N/W est extension essen- 
tielle de M/PM, done est annul6 par It, pour t grand : M n ItN C PM. 
On en dCduit un rtsultat de McConnell [8] : soit Iw = n, IS. La topologie 
induite dans P par la topologie I-adique de U(g) eat gross&e; done 
I * Iw = P. La mCme chose vaut pour tout sous-module; done si x E Ia, 
onaI.(U(g)x) = U(g)xetxEI.(C’(g)x) =I*x;onadoncx(l -JJ) =0, 
OhyE~d'otiX=O:r),Is=O. 
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3. AI.G~?B~ SYMI~RIQUE DE g 
Dans ce qui suit, on notera h X, g le produit semi-direct dune algebre 
de Lie g par une algebre de Lie commutative $, relativement a une certaine 
operation de g sur IJ qui ne sera pas toujours explicit&e ([A, section 1, nr 8). 
3.1. Soient g une algebre de Lie, g le produit g x g et Ccrivons x1 et yz 
au lieu de (x, 0) et (0, y). On munit l’espace vectoriel g d’une structure 
d’algebre de Lie au moycn des formules [x1 , yr] = 0, [x1 , y,J = [CC, y]r et 
[sa , y;J = [x,y12; l’algebre fi est done un produit semi-direct de g par 
l’algebrc de Lie commutative gR qui a mCme espace vectoriel sous-jacent 
quc cl* 
Reprenons pour g les notations et hypothbses de 0.4. On a done [xs , yJ = zr , 
z, appartient au centrc de Q et l’annulateur gr - g” X, g’ de yr estde codi- 
mension 1 dans g. D’aprh 1.2., on a un isomorphisme 
D’autre part, les images f, , ya ct Z, de x1 , ya et zr dans gr/Kyr sent tclles que : 
[& , j$J = f,; I’annulateur (g’Aikyl) x ~ g’ de jj2 est de codimension 1 darts 
g,/ky, et son quotient par KY, n’est autre que g$@ = (g’/ky)A X, (g’//zy). 
D’aprks 1.2., on a un isomorphisme 
Si l’on compose cz o (A, @ /3) avec l’automorphisme de A, @ U(g~~&& 
qui envoiep, , pz sur - q2 , pz et qui induit l’identite sur A, @ k @ U(g’/ky),, 
on obtient jinuletttmt un isomorphisme d’alg&res 
tel que 
&PI) = Xa 9 &Id =$3 cp(p,)= -$+y$, d!h) = % 3 
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+ v (ad .z2)n (r2) (+)” + *.a 
-k v (ad z2)n+l (ir) ($)” + e**) 
ozi t est l’image dans g’/ky d’un tUnent t E g’. 
3.2. Soit S(Q) I’algebre symetrique de I’espace vectoriel g, que nous 
identifions a l’algebre enveloppante U(Q”) et a la sous-algebre de U(S) 
engendree par les Clemcnts t, , t E g. L’operation (s, t) j-+ [s, t] de g sur g” 
se prolonge cn une operation de Q sur S(g), qui associe a IL E g une derivation 
D, de S(g). Cette operation se prolonge en une operation de g 
dans S(g) C U(g) : (s, t) * P = s, . P 7 t,P - Pt, = s1 * P j D,Psi (s, t) E fi 
et P E S(g). Autrement dit, S(g) est muni natureilement d’une structure de 
U(+nodufe. Un sous-module de S(g) est un ideal inoariunr, c’est-a-dire 
un ideal stable pour les derivations D, . 
Reprenons maintenant les hypotheses de 0.4. Ce qui precede s’applique 
B l’algebre symetrique de g’/ky, qu’on identifie a une sous-algebre de 
Q&J) et qui est munie naturellement d’une structure de module sur 
U(g’&). Si k[q, , qJ est la sous-algebre de A, engendree par q1 et q2 (et 
isomorphe a l’algebre des polynomes k[f, 71 en deux indeterminees 5 et v), 
il est clair que l’isomorphisme q de 3.1. induit un isomorphisme de 
k[q, ,423 0 S(dlb% sur S(sL; d’oh le 
THIZORBME. Sous les hypothsses fuites en 0.4., il y a un isomorphisme de 
k-aIgt%res 
0 : k[& ~1 9 S (-j& - s(Q)z 
tel que 8(t) = y/z, O(T) = x, et 
f@)=t-(D&+...+ k$ (D$t)$ + . . . 
od i &ti$te l’ittuge duns S(g’/ky), d’un Ument t de S(g’), , et otl D, est la 
dtivatbn de S(g) &jti par x. De plus, 6 est compatible avec l’iwnwrphis-me q~ 
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de 3.1. puand on munit S(g), de la structure de U(fi),;module ci-dzus et 
k[[, 71 OK S(g’/ky)z de la structure suivante de module sur A, OR U(g’/ky)z, : 
Pl(P 0 q = (P) 0 6 42(P 0 i) = (?P) 0 i, 
aP - 
Pl(P 0 t) = z 0 6 p2(P @ i) = $f @ t, 
11 suffit en effet de montrer qu’on a B(a . x) = da) 1 O(x) si 
si a = p1 , p, , qr , 4s ou bien si a E g’r&. Cela est clair. 
3.3. Pour tout g-module M, notons MS l’ensemble des x E M tels que 
g * x = 0 si g E g. D’autre part, pour tout rz, faisons operer l’algebre A, sur 
l’algebre de polynomes k[f, ,..., &J au moyen des formules 
pi *P =g et qi * P = &P. 
I 
COROLLAIRE. Soit J un ideal invariant de S(g) tel que k = (S(g)/ J)g. II y a 
alors un homomorphisme surjectif d’algdbres 
# : u(s) - A,, 
et un isomorphisme x : S(g)/ 12: k[tI ,..., tra], qui est compatible avec * et les 
structures de module de S(g)/ J et k[f, ,..., [,I sur U(g) et A, . 
Se demontre par recurrence sur la dimension de g. Soit 3 le centrede 
g. Si 3. = J n 3 # 0, on est ramene h un &once analogue pour U(g/a,) 
et S(g/h). Sinon, l’hypothbe k = (S(g)/ J)g entraine que 3 est de dimension 1, 
done que g contient des elements x, y, x verifiant les conditions de 0.4. 
On peut done appliquer le theoreme 3.2. Comme k[t, 71 est un AZ-module 
simple de cornmutant k, les A,-sous-modules de k[t, 71 Oh S(g’/ky), sont 
de la forme k[t, ~1 @ V. 11 s’ensuit que J, est de la forme B(k[e, 71 @ Jz’), 
oti J’ est un ideal invariant de S(g’/ky) tel que k = (S(g’/ky)/J’)g”ky. On 
applique l’hypothbe de recurrence a J’ en remarquant que S(g)/ J N S(g),/ Ja 
parce-que l’image de z dans S(g)/ J est un scalaire. 
Ce corollaire entraine en particulier que J estpremier et est un ia2aZ invariant 
maximal de S(g). Nous dirons dorinavant que J est rationnel (ce qui signi- 
fiera que J est invariant et qu’on a k N (S(g)/ J)g 
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3.4. Soit plus gCnCralement J un ideal invariant de S(g) tel que 
A(J) = w3)/J>0 soit integre et soit k’(J) le corps des fractions dc A(J). 
Comme r(J) @A(J) (S(d/J> a WJ) P our anneau des invariants et s’identifie 
a un quotient de S(k’(J) @ g), 3.3. montre que 
K’(J) 0 
A(J) 
et que k’(J) Et1 ,..., i&J a 0 et I’anneau tout entier pour se& ideaux inva- 
riants. En particulier: 
COROLLAIRE. Si J est un &?a1 invariant de S(g), les assertions uivantes ont 
&uivalentes : 
(i) J est invariant muximul. 
(ii) A(J) est un corps. 
(iii) J est un idt!al premier invariant et A(J) est me extension algbrzipe de 
dimensimJinie de k. 
(ii) =F- (i) : resulte de la formule ci-dessus, car A(J) = k’(J); 
(iii) => (ii) : clair; 
(i) + (iii) : si J est invariant maximal, A(J) est le cornmutant du t’(g)- 
module simple S(g)/ J, d one est un corps contenu dans une k-algebre de type 
hi. 
3.5. Soient eU l’automorphisme exp (ad u) de g defini par u E g et I’(k) ou 
r le groupe engendre par ces eU (comme g est nilpotente, on sait en rCalitC 
que ces eu forment deja un sous-groupe du groupe lineaire GL(g), mais ce 
resultat n’est pas indispensable dans la suite). Le groupe I’(k) opere sur 
S(g) et sur l’espace dual g” par l’operation contragrediente. Si I’on 
interprete S(g) comme algebre de fonctions-polynomes sur g*, on a 
(eU * F) (m) = F(e-U * m), lorsque m E g* et F E S(g). D’autre part, avec les 
notations de 3.2. on a Cvidemment 
eAz - e(P([, r]) &I i) = B(P(t + A, 7) @ i) = P (5 + h, x) * O(i) 
epy - O(P(t, 7) @ i) = P ($ , x - F) . S(i). 0 
Les U(g)-sous-modules de S(g) coincident avec les ideaux de S(g) globale- 
ment invariants sous l’action de T(k) : car si I est un sous-module de S(g) et 
D, la derivation de S(g) associee a u E g, I’CgalitC 
1 
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montre que eu * F E I. La reciproque resulte de la formule 
Ceci donne une interpretation geometrique des ideaux invariants J tels que 
k = (S(g)jj)” : si m E g*, soient m(m) l’ideal forme des F E S(g) tcls quc 
F(m) = 0 et J(m) l’intersection dcs y . m(m), y E I’(k); cet ideal est forme 
fonctions s’annulant sur l’orbite w de m, et sera aussi note J(w). Si la classe 
de F E S(g) modulo I(m) appartient B (s(g)/Jm))Q, c’est-a-dire si 
y*F -FE j(m) pour tout y, on a 
(F -F(m)) (y-lm) = F(y-lrn) -F(m) = (yF -F) (m) = 0, 
ce qui montre que F est congru au scalaire F(m) modulo J(m), done que J(m) 
est rationnel. 
COROLLAIRE. L’application w I-+ j(w) met en correspondance biunivoque 
hs orbites w de T(K) duns g* et ks idt?aux invariants rationneki de S(g). 
L’application est surjective : en effet, si K = (S(g)/J)*, on a 
qgxj = WI ,.‘., [a,,] d’aprb 3.3., de sorte qu’il y a des homomorphismcs 
d’algebrcsf : S(g) --f k dont le noyau contient J. Si m =f ( g, J(m) contient I; 
done j(m) = 1, puisque J est maximal (3.3.). 
L’application est injective : soient m, , m2 E g* tels que J(m,) = J(m,) = 1; 
il s’agit de trouver un y E F(k) tel que m2 = -pI . Si 3 est lc centrc de g et si 
3,, = / n 3 ic_ 0, on pcut remplacer g par g/h et supposer la preuve etablie 
(recurrence sur [g : K]). Sinon, on pcut rcprendre les notations de 0.4., 3.1., 
et 3.2. : alors m(m,) et J ne conticnnent pas a E 3, qui est congru a un scalairc 
modulo /; et les formules (*) montrent qu’on peut supposer que m(m,) 
contient s et y (i = 1, 2), quitte a remplacer mi par eAoipy . mi . Posons alors 
mi = O-*(Ilt(mi)z) n S ($) . 
D’aprb l’hypothese de recurrence, il y a un u E g’i&y tel quc e’ . m, -= m2. 
Si II est un representant de zi dans g’, la formule de 3.1. donnant I montre 
que e” * @(m,) C f?(m,) + S(g), * y, done que eU * m(m,) == m(mJ et 
e-9n, = m2. 
3.6. Hemargue. Les Cnonces 3.3. et 3.5. sont h rapprocher des resultats 
bien connus de gdometrie algebrique assurant quc les orbitcs J’un groupe 
algebrique unipotent G operant sur une variete algebrique affinc X sont 
fermecs (Rosenlicht), sont des espaces affins et que les points rationncls de G 
opercnt transitivement sur les points rationnels d’unc orbite. Lc corollaire 3.5. 
peut etre prouve directcment a partir de la, mais nous avons prefere nous 
limiter a des methodes “Clementaires.” 
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4. COMPARAISON DES IDI~JX RATIONNBLS DES 
ALG~BRES EWIXOPPANTE ET SYM~~RIQUE 
4.1. Rappelons rapidement la construction de Dixmier mettant en corre- 
spondance biunivoque les orbites du groupe r(k) de 3.4. dans g* et les 
ideaux rationnels de U(g) : si f E g*, une sous-algibre b de g est dite like ci f 
si $ est de dimension maximum parmi les sous-algebres f de g telles que 
[f, f] Cf -l(O). D ans ce cas, on note m(t), f) l’ideal a gauche de U(g) engendre 
par les elements h -f(h) (h E b), et I&, f) le plus grand ideal contenu dans 
m(hf ). 
TH~ORBME (Dixmier). Si f E g* et s-i b est une sous-algkbre de g lzi!e d f, 
I(l), f) est un id&al rationnel de U(g). Tout iddal rationnel est de cette forme 
et l’on a I(b, f) = I(f, g) si et seulement si f et g appartiennent ri la m&e orbite 
de g* sous I’(k). 
Nous pouvons supposer la demonstration faite pour les algebres de Lie 
commutatives et celles de dimension plus petite que g. Alors : 
4. I. 1. Si, sous les conditions de 0.4., on a f (a) = h # 0, on peut, quitte 
a ajouter a x et y des multiples de a, supposer qu’on a f (x) = f(y) = 0. 
Si l’on pose $r == t, n g’ + ky, on a [l~i , bi] Cf -l(O) et b1 est like h f : en 
effet, si 11 $ g’, alors y 6 b et & a m&me dimension que @; si $ C g’, on a 
b = bl . 11 s’ensuit que 5’ = l,),/rZy est lice a la forme lineaire f’ sur g’/ky 
induite par f. 
D’autre part, les formules de 1.2. montrent quc l’isomorphisme 
4 : U(g), + A, @ U(g’/ky)z applique m(b, , f)Z dans l’ideal a gauche n1 
engendre par q $J 1 et A, @ m($‘, f ‘)z . De meme, les formules definissant 
I,/-’ montrent que #-‘(n,) C m(l), , f). , done que $(m(br , f),) = tti et que 
W(t), ,f )z) = A, 0 I(b’,f ‘)I * 
Lorsque b $ e’, on peut choisir x dans t, et #(m(@, f)) est alors l’ideal a 
gauche n engendre par p @ 1 et A, @ m(t)‘, f’). On a done aussi 
#(-(l(t), f )J = A, 0 WY, f’), , d’oh W&f )z = I(& , f )z . La relation 
znP - hnP E U(g) (z - h) montre alors que 
I(b,f) = u(g) n I(hf L = u(g) n I(h ,f), = @h ,f ). 
4.1.2. Montrons que I($, f) est rationnel: la relation [b + 3, b + 31 = [b, $1 
montre que 3 C 6. Si 3 n f -l(O) = 3s # 0, on est ramene a prouver que 
I(b/jo ,js) est rationnel, oh f,, est la forme lin6aire induite sur g/3,, par f. Si 
3,, = 0, 3 est de dimension 1 et, d’apres 4.1.1. on a 
U(g) -=A,@ 177; 
I(hf) , 
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pour un choix convenable de x, y, z; on est done ramene a prouver que 
l(Ij,f’) est rationnel. 
4.1.3. Montrons que Z(h,f) ne depend pas de $ : si 30 # 0, on est ramene 
g prouver que I(b/z,, ,f,,) = I&f,) pour toute sous-algebrc f de & like a 
f,, . Si 3,, = 0, on a #(l(f~,f)~) = A, $?JI@J’,~‘)~ d’aprb 4.1.1. et l’on est 
ramene a prouver que Q’,f’) := I(r,f’) p our toute sous-algebre f de g’jky 
like 2f’. 
4.1.4. 11 est clair qu’un ideal a gauche m de U(g) est bilatere si et scule- 
ment si (ad X) m = xm - mx E m lorsque x E g et m E nr. 11 s’ensuit comme 
en 3.5., que m est bilatere si et seulement si m est globalement invariant sous 
l’action du groupe F(K); en particulier, on a 
I(f) = a,f) = n Y 1 nr(hf ). 
yaw) 
Comme y - m($, f) = nt(yl), Y-If ), on a I(f) = I(r-lf ). 
Reciproquement, supposons qu’on ait I(l), f) = I(f, g). Si 
3. = 3 n f -1(O) = 3 n I(b,f > = 3 n W, g) = 3 n g-l(O) f 0, 
il y a, d’aprks l’hypothkse de recurrence, un x0 E g/h, tel que ~0 . f. = g, 
avec les notations de 4.1.3. ct 3.5.; si x est un reprksentant de x0 dans g, 
on a alors ez . f = g. Au contraire, si 3. = 0, on peut choisir X, y, x comme en 
4.1 .l. Alors f(z) et g(z) coincident avec la valeur X de x modulo 
I@, f) - I(f, g). La formule (e@ f g) (y) = g(y) - pg(.z) (resp. 
(euy * g) (x) = g(x) f vg(z)) montre qu’on peut supposer qu’on a aussi 
g(y) = 0 (resp. g(x) = 0), quitte a remplacer g par un ep *g (rcsp. par un 
fly . g). Si g’ designe alors la for-me lineaire induite par g sur g’lky, on a 
4 53 I(f ‘)z = W(f )J = W(g)*) = 4 0 I(g’>, 7 
d’oh I( f ‘) = I(g’) et 1 existence d’un x’ E g’/ky tcl que e”’ *f’ := g’; on en 
tire ez *f = g si x releve x’ (car on a deja f (x) := g(x) = f (y) = g(y) 10). 
4.1.5. I1 reste a voir que tout ideal rationnel I est de la formc I(b, f). 
11 est clair que, si 3. = I n 3 # 0, on est ramene k l’ideal 1/U(g) 3. de 
Wd3,). Sinon, on choisit x, y, z comme en 0.4., de sorte qu’on a 
W,) = 4 0 Jz - si _I = W,f ‘1, notons 1) l’image reciproque de b’ C g’jky 
dans g’ et f une forme lineaire sur g, nulle en y et induisant f ‘. 11 est clair 
que IJ est liec a f 1 g’. Si IJ n’etait pas like a f, il y aurait une sous-algcbre f 
de g telle que [t, f] Cf -l(O) et dim f > dim h; alors f $ g’ et f, = f n g’ + ky 
serait like df ] g’ (4.1.1.), bien que de dimension superieure a dim b. D’aprb 
4.1.1., on a #((Iz) =#(l(‘t),f)J, d’oh I =1(&f). 
4.1.6. Appelons ponds d’un ideal premier I de U(g) l’entier n tel que 
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R(I) @z(1) (U(g)/l) soit isomorphe a &(&I)). Cet entier est bien determine 
d’aprb 2.6. 
COROLLAIRE. Si lo est une sous-algkbre de g lit!e h f E g*, on a 
[g : q = [lj : k] -I- poids de I((l,f). 
Se demontre comme la rationnalite dc 1(&f) par recurrence sur [g : k]. 
4.2. Nous adoptons Zes notations suivantes : I(g) (resp. J(g)) designe I’en- 
semble dcs ideaux rationnels I de U(g) (resp. I’ensembie des ideaux rationnels 
J de S(R)). Si z E 3, I(& et J(ch d’ ‘g est nent respectivement les parties de I(g) 
et J(g) form&es des ideaux I et / ne contenant pas x. D’autre part, sip : f + g 
est une surjection d’algebres de Lie, I(p) et J(p) designent respectivement 
les applications qui associent a I et / les images reciproques de ces ideaux 
par les applications U(p) : U(f) -• U(g) et S(p) : S’(f) -+ S(g) induites par p. 
Enfin, si x, y, z sont des elements de g verifiant les conditions de 0.4., 
nous notons #(x9 Y, 4 : I(g), Z I(g’Wz (rev. 7(x, Y, 4 : J(& Z J(dIbM 
la bijection qui associe a I l’intersection de l’ideal #(I) de A, @ U(g’/ky)z avec 
U(g’Iky) (resp. a J l’intersection de l’ideal e-l(/) de A[[, 71 @ S(g’/Ky), avec 
S(g’lky)). 
Ces notations Ctant precisees, rappelons que nous avons defini des bijec- 
tions dc I(g) ct J(g) sur I’ensemble des orbites de g* sous T(k), ce qui nous 
determine une bijection 
49 : I(g) 2; J(s). 
PROPOSITION. Les bijections cy(g) sent caract&st?es par les prop&It% sui- 
vantes : 
(i) Lorsque g est une algkbre de Lie commutative, ir(g) est induit par l’iso- 
morphisme canonique de U(g) sur S(g). 
(ii) Lorsque p : f -+ g est un homonwrphisme surjectif d’algdbres de Lie, on a 
J(P) 4-d = a(f) I(P)- 
(iii) Si x, y, z sont des &ments de g v&ifiant les conditions de 0.4., on a un 
ca7rL commutatif 
4l) 
wz y J(dz 
Que ces trois proprietes caracterisent les bijections o(g) resulte Cvidemment 
de l’etude de I(g) et J(g) que nous avons faite par recurrence sur [g : k]. 
Reciproquement les proprietb (i) et (ii) sont claires. Montrons seulement 
(iii) : soit I = I(h,f) un ideal rationnel de U(g) ne contenant pas z. Quitte a 
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remplacer f par ep * f, on peut supposer quef(X) =f(y) = 0 (4.1.4.). Mais 
alors, l’image de I par 4(x, y, x) est associe & la forme lineairef’ que f induit 
sur g’/ky (4.1.1.). Dautre part, lorsque f(x) =f(y) = 0, les formules du 
theoreme 3.2. montrent que B-l(m(f)z) (3.4.) est l’ideal de k[[, 7-J @ S(g’/ky), 
engendre par 6 @ 1, 7 @ 1 et m( f’)Z . P ar consequent 4(x, y, z) et 7(x, y, z) 
envoient I(f) et J(f) respectivement sur 1(f’) et J(f’). 
4.2.1. COROLLAIRE. Soient I et J des i&am rationnels de U(g) et S(g) 
d$nis par la m&me orbite w. Si U(g)/Z est isomorphiyue ci A, , alors S(g)/ / est 
~omoyphe 2 Wl , 5, ,..., Ll. 
Se voit facilement par recurrence sur [g : k] a partir de 4.2. La dimension 
de l’orbite w (consideree comme variCtC algebrique) est done le double du 
poids de I(W). 
5. COMPARUSON DESIDI~JXPREMIERS DE U(g)m S(g) 
5.1. Xous nous interessons maintenant aux proprietes fonctorielles de 
I(g) par rapport au corps dc base : pout toute extension K du corps k, 
I(K @ g) dQignc l’ensemble des ideaux rationnels de I’algebre enveloppante 
de la K-algebre de Lie K @ g. Si f : K -+L est un homomorphisme reliant 
deux extensions de k, nous notons I(f 3 g) l’application associant a 
I E I(K @ g) l’ideal rationnel L $&I de 1, B)K U(K <Sj? g) IIV- U(L @ g). Xous 
determinons ainsi un fonctcur I( ? @ g), defini sur la categoric des extensions 
de corps de k, 2 valeurs dans la categoric des ensembles. Nous allons voir 
que ce foncteur peut etre decrit a l’aide des ideaux premiers de U(g) : en effet, 
soient i : k + K une extension de k et I un ideal rationnel de U(K 0 g); 
l’injection i induit uric injection U(i) : U(g) - U(K @ g) et l’image reci- 
proque de I par U(i) est un ideal premier p de U(g); de plus, U(i) induit un 
homomorphisme de U(g)/p dans U(K $J g)i1 qui envoie le centre Z(p) dans 
K et determine un homomorphisme 9 du corps des fractions k(p) de Z(p) 
dans K. A I E I(K @ g) nous avons done associe l’element CJJ du sommande 
d’indice p de la somme disjointe u(l Horn, (k(q), K) (q parcourt ici les ideaux 
premiers de U(g) et Horn, (K, L) est l’ensemble des homomorphismes d’ex- 
tensions de corps reliant K a L). Reciproquement, la don&e de p et de 
C,J E Horn, (k(p), K) determine un car& commutatif 




k(p) @ (U(g)/p) =-=% 
I 
K 0 (u(d/p) 
Z(P) Z(P) 
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ou i, p et 4 sont les applications canoniques. Ceci permet d’associer Q 
p E Horn, (k(p), K) l’ideal rationnei p’(O) de U(K @ g). 11 est done clair 
que l’application I I-+ y est bijective et fonctorielle en K, de sorte qu’il nous 
sera permis d’identifier le foncteur I(? @ g) a la somme directe 
& Horn, (k(s), 0. 
5.2. On definit de m&me un foncteur J( ? @ g), qui associe a toute exten- 
sion K du corps de base k l’ensemble des ideaux rationnels de l’algebre 
syn-krique S(K @ g). Soient i : k -+ K une extension et / un ideal rationnel 
de S(K @ g). L’image reciproque de J dans S(g) est un ideal premier q 
invariant sous I’action de T(k). De plus, i induit un homomorphisme injectif 
de S(g)iq dans S(K 8 g)/J, qui appl’q 1 ue I’anneau A(g) des invariants de 
S(g)/q dans K et qui d&nit par consequent un homomorphisme I/I du corps 
des fractions K’(q) de A(q) dans K. Nous avons done associe a J E J(K @ g) 
un Clement # du sommande d’indice q de la somme disjointe 
HP Horn, (k’(p), K). Cette application J J+ I/I, qui est bijective, nous permet 
d’identifier J(? 8 g) au foncteur HP Horn, (k’(p), K). 
5.3. Soient K, L deux extensions de k, q : K +L un homomorphisme, 
.f une forme lineaire sur K 8 g et lo une sous-algebre de K @ g like a f. 11 
resulte de la formule des poids (4. I .6.) que L & b est like a la forme lineaire 
L Bxf sur L @ g ILL OK (K @ g). 11 s’ensuit que la formule 
montre que les applications 
4K 0 d : 16 0 g) + J(K 0 9) 
de 4.2. definissent un isomorphisme fonctoriel 
4 ? 0 g) : I( ? 0 g) 3: J( ? @ g). 
D’aprks le lemme 5.4. ci-dessous, un tel isomorphisme est aYtermind par utw 
bijection /3(g) de l’ensemble des idtfaux premiers de U(g) sur l’ensemble des tiaux 
premiers invariants de S(g) et par des isomorphismes d’extensions de corps 
Pp : k(p) 2; K’Md PI. 
Cette bijection /3(g) transforme done ideaux rationnels en ideaux rationnels. 
Sur ces ideaux rationnels elle coincide Cvidemment avec l’application 
a(g) du section 4.2. D’autre part, le corollaire 2.4. montre que /3 transforme 
ideaux maximaux de U(g) cn ideaux invariants maximaux de S(g). 
Notons aussi que les corps k’(q) sont des extensions de typeJLini de k (ce sont 
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aes sow-extensions des corps des fractions des algebres S(g)/q). L.-e mhe 
rk~ftat vaut done pour les corps k(p), comme on aurait pu le voir directement 
a partir de 2.3. 
5.4. LEh4ME. Soient C wte cat&o+ et (c~)~~, , (dj)jgl deux familles d’o6jets 
de C. Tout isomorphisme fonctoriel 
a:UHomc(ci, ?)-+~Homc(d,, ?) 
&I iEJ 
est induit par une bijection /3 : I z ] et des isonwrphismes 
(pi : Ci ~ dg(i) . 
Disons qu’un foncteur de C a valeurs dans la categoric des ensembles est 
connexe s’il est non vide et s’il n’est pas reunion de deux sousfonctcurs non 
vides et disjoints; un foncteur representable est toujours connexe; d’autre 
part, tout foncteur F est reunion de sous-foncteurs connexes disjoints, Zes 
composuntes connexes de F. En isomorphisme fonctoriel F 2 G est defini par 
une bijection dc l’ensemble des composantes conncxes de F sur celui de G 
et par des isomorphismes entre les composantes connexes associies de F et 
G. Le lemme en rksulte. 
5.5. On peut dormer de la bijection p(g) de 5.3. une caracterisation ana- 
logue a celle de 4.2. PrCcisons d’abord les notations : soicnt Spec U(g) et 
(Spec S(g))’ respectivement l’ensemble des id&x premiers de U(g) et 
celui des ideaux premiers invariants de S(g). Si z c 3, (Spec U(g))L et (Spec 
S(g)),r designeront les parties de Spec U(g) et de (Spec S(S))~ form&es des 
idtkux ne contenant pas z. Dans le cas ou x, y, z sont des elements de g 
verifiant les conditions de 0.4., nous etendons la definition des bijections 
(cI(s, y, z) et ~(x, y, z) de 4.2. resprctivement a tous les idtaux premiers de 
U(g) ne contenant pas z et a tous lcs ideaux premiers invariants de S(g) 
ne contcnant pas z. Avec ces notations, on a le 
SCHOLIE. Lorsque k parcourt les corps de caractbistique 0 et g les k-al@bres 
de Lie nilpotentes et de dimension fin& il existe des bijections 
8(g) : Spec 4) 2 (Spec S(dY 
d&rminies de man&e unique par les conditions suivantes : 
(i) Lorsque g est commutative, /3(g) est induite par l’isomorphisme canonique 
de U(g) sur S(g). 
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(ii) Lorsque p : f -+g est un homomorphiwne swjectif d’algkbres de Lie sum 
k, on a le car& commutatif 
Spec U(g) s(‘) ------+ Spec (S(W 
” I ‘(‘) Spec If)) Spec U(f) - I- 
en notant p1 et p, les applications associant h un i&al de U(g) ou S(g) son image 
~.kx~~oque duns U(f) ou S(f). 
(iii) Lorsque i : k + K est we extension de corps, on a le car& commutatif 






sp= 4) - (Spec S(g))rck) 
en notant encore i1 et i2 les applications associant ci un &&?a1 de U(K @ g) ou 
S(K @ g) son image rbciproque duns U(g) ou S(g). 
(iv) Lorsque x, y, z sont des &%.wnts de g v&$iant les conditions de 0.4., on a 
le Caere' commutatif 
i'(Q) 
Spec Wh z (Spec WLr 
2 
I 
dJL(PY> 2) I VW, Y, 2) 
Spec U(g’/ky)z * (Spec S(g’/ky))zr 
6. REM~QUES ET QUESTIOXS 
6.1. La methode que nous avons utilisee pour Ctablir l’existence d’une 
bijection naturelle p(g) : Spcc U(g) z Spec S(g)r a l’inconvenient de ne 
pas tenir compte dc la relation d’inclusion entre ideaux. Ainsi, nous n’avons 
pas reussi a prouver que /T(g) conserve l’inclusion, bien quc cela soit vrai 
sur tous les exemplcs que nous avons Ctudib. Voici, sans demonstration, 
quelques remarques a ce propos : 
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Appelongs Y&U&Y tout ideal premier r du centre Z(g) de U(g) tel que 
l’algebre localisee Z(g), @z(e, U(g) e U(g), soit isomorphe a une algebre 
-%Vb)r) N Z(n) r Ek A,(k). Lorsque cela a lieu, il y a un Clement f $ r de 
Z(g) tellc que U(g), = {ujp , u E U(g), TZ > 0} soit deja isomorphe a A,(Z(g),). 
Les ideaux reguliers formcnt done un ouvert O(g) de Spec Z(g), Z’ouvert 
rc@dier; cet ouvert n’est pas vide, puisque (0) est regulier d’aprks le 
section 2. 
Pour tout ideal regulier r de Z(g), il y a un ideal premier Z et un seul de 
U(g) tel que r = Z n Z(g). Nous dirons aussi qu’un tel Z est rt?guZier. Pour un 
tel I, k(Z) coi’ncide avec le corps des fractions de Z(g)/r; de plus, 1’CgalitC 
U(g), N Z(g)r @ fl,, montre que Z a m&me poids que (0) (confer section 4.1.), 
done que ce poids est constant sur l’ouvert regulier. Est-ce que l’egalite 
“poids (I) = poids (0)” caracterise les ideaux premiers reguliers de C’(g)? 
Soicnt Z et Z’ deux ideaux premiers de U(g), r et r’ leurs intersections avec 
Z(g). Si Z est regulier, l’inclusion Z 1 I’ Cquivaut a r 1 r’ : car r r) r’ 
entraine rr 1 rr’, done rr 6 A,, 1 rr’ 8 A, et ces ideaux correspondent res- 
pectivement a Z, et Z,’ sous l’isomorphismc Z(g)r .$+ A, 2 U(g)r . 
6.2. Idcntifions Z(g) a l’anneau S(g)r des invariants de 5’(g) au moyen 
de l’isomorphisme canonique [6]. On deduit facilement de [5], section 7 
que, si p(g) : Spcc U(g) z (Spec S(g))’ applique Z sur J, alors 
Z n Z(g) .= J n Z(g). 
Est-ce que le morphisme de schemas Spec S(g) -* Spec Z(g), induit par 
l’inclusion de Z(g) dans S(g), permet d’identifier l’ouvert regulier O(g) de 
6.1. au schema-quotient d’un ouvert sature de Spec S(g) par Z’? 
6.3. Est-cc que les isomorphismes k(Z) 2 K’(,!I(g)Z) de 5.3. appliquent 
Z(Z) sur (S(g)//?(g) I)= ? C’est vrai lorsque Z = 0 d’apres [.5]. 
6.4. Les traces r et r’ de deux idcaux premiers Z et I’ de U(g) sur Z(g) 
peuvent &tre comparablcs, saris que Z et Z’ le soient : soit par exemple g 
l’algebre de Lie qui a pour base X, y, a, u, s, les seuls crochets non nuls Ctant 
[x, y] = u et b, z] = v. Alors Z(g) = K[u, v, uz + VX] et les idtaux reguliers 
sont ceux qui ne contiennent pas a la fois u et v. Si Z est engendre par u et v, 
I’ par v et z, alors I’ est regulier, Z ne l’est pas et Z n Z(g) II), I’ n Z(g). 
6.5. On peut decrire simplement les ideaux premiers de U(g), lorsque g 
est I’algebre dc Lie GI(2, C) (non nilpotente!); voici le rbultat : prenons 
pour base de g les matrices 
481/6/I-7 
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Posons Z == X + ;Y, .? = X - iY et Q = w2 + W + .?Z. A.lors Q est 
l’element de Casimir et engendre le centre de U(g). Les ideaux premiers I 
de U(g) sont classCs comme suit : 
(a) Si Z f~ k[Q] = 0, Z est nul; 
(b) Si Z n k[Q] est l’ideal engendre par Q - q, deux cas sont possibles : 
(b,) ou bien Z est l’ideal de U(g) qui est engendre par Q - q; 
(b,) ou bien Z est I’annulateur d’une representation simple de dimension 
finie de g; on sait que ce dernier cas se presente lorsque q = 12 + u, u > 0, 
2u E Z; dans ce cas, l’ideal premier U(g) (Q - q) est contenu dans un ideal 
maximal de codimension finie. 
On tire facilement de la que la dimension de Krull Kdim U(g) est egale Q 2. 
6.6. Rappelons que, si A est un anneau noetherien a droite et 
&I’, 41+ ..* 3, Z, une chaine d’ideaux premiers de A, alors n < Kdim A. 
Voici une demonstration plus Clementaire que celle donnee en [A, p. 425 : 
il suffit de prouver que si Z3, / sont des ideaux premiers, alors 
Kdim (A/Z) < Kdim (A/J). Q uit e a remplacer A par A/J, on peut sup- t 
poser qu’on a J = 0. Pour tout ideal a droite b, on a alors 0 # a * I C a n Z, 
ce qui montre que A est extension essentielle de I, done que I contient un 
Clement s qui ne divise pas 0 (Goldie). On a done une suite infinie dtcrois- 
Sante 
et Kdim (siA/si+lA) 3 Kdim (S’A/#I) = Kdim (A/Z), ce qui prouve le 
resultat. 
Lorsque A = U(g), g etant une algebre de Lie resoluble, ou bien lorsque 
g = 61(2, C), Kdim A est la borne superieure des longueurs des chaines 
d’ideaux premiers. 
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